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Este artigo tem por objetivo comparar os resultados de um problema
primal de Programagdo Linear (PL), obtidos por meio das abordagens
deterministica e estocdstica. Utilizando técnicas da Pesquisa
Operacional (PO), juntamente com a Simula¢do de Monte Carlo (SMC),
foi possivel discutir os impactos da avaliagdo da estocasticidade
presente nas varidaveis de um problema. Com a intengdo de analisar a
sensibilidade dos resultados do sistema, os coeficientes deterministicos
da matriz de restrigoes foram substituidos por fungoes de distribui¢do
de probabilidades, escolhidas ao acaso. O sorteio das variaveis e a
obtengdo das estatisticas descritivas foram facilitados pelo software
RStudio®. A geracdo dos resultados probabilisticos, ampliou a
percepgdo quanto aos riscos e incertezas associados ao problema e
permitiu a obtengdo de resultados mais proximos da realidade. A
metodologia proposta proporciona ao gestor o embasamento para a
tomada de decisdo e a otimiza¢do de recursos considerando riscos e/ou
incertezas.
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1. Introducao
A globalizacdo e a decorrente reconfiguragdo do mercado econdmico motivam as empresas

quanto a adequacao das estratégias de gestdo, possibilitando a manutengao da competitividade
e a permanéncia no ambiente economico. A admissdo de novas tecnologias nos processos
produtivos e a modernizacdo das ferramentas de gestdo, podem ser a base para o fortalecimento
das empresas no panorama nacional e internacional (AKHTAR; SUSHIL, 2018; TASDEMIR;
GAZO, 2018).

Neste contexto, a Pesquisa Operacional (PO) mostra-se uma importante aliada no tratamento
de problemas de decisdo. Por meio de modelos matematicos, € possivel simular problemas reais,
analisar os pardmetros do sistema e fundamentar a implementagdo da solu¢do (ARENALES et
al., 2011; BELFIORE; FAVERO, 2013).

A PO pode ser aplicada na resolucao de problemas de manufatura, transportes, finangas, cadeias
de suprimento, servico publico, entre outras areas e disponibiliza um conjunto de técnicas que
podem ser adotadas de acordo com cada situagdo, abrangendo modelos deterministicos e
estocasticos (HU; WANG, 2015; BRE et al., 2016; FOMENI, 2018).

As técnicas da abordagem deterministica sdo utilizadas para a resolucao de problemas nos quais
existe precisdo nos dados de entrada, ou seja, valores fixos atribuidos; e as técnicas da
abordagem estocastica, visam a resolu¢do de questdes probabilisticas, quando ha riscos ou
incertezas em determinada agdo, devido a variabilidade verificada nos valores de entrada
(ARENALES et al., 2011; DI SOMMA et al., 2018; ASHAYERINASAB et al., 2018).

As ferramentas da PO destacam-se na intengdo de aprimorar os esfor¢os empreendidos e de
promover decisdes Otimas para os mais variados problemas. Tais ferramentas se subdividem
em trés grupos: os que tratam modelos deterministicos, os modelos estocasticos e um terceiro
grupo no qual estdo englobadas as demais técnicas que surgiram paralelamente ao
desenvolvimento computacional, como € o caso da Inteligéncia Artificial (Al) e da Andlise
Envoltéria de Dados (DEA) (ARENALES et al., 2011; BELFIORE; FAVERO, 2013).

A escolha da ferramenta devera ser realizada de acordo com a complexidade de cada problema,
pois por meio dela deve ser possivel construir e testar o modelo. Para que este processo se torne
viavel e eficiente, também estdo disponiveis softwares auxiliares como Solver®, LINGO®,

LINDO®, CPLEX®, entre outros (TAHA, 2007; FOMENI, 2018; FABRICIO et al., 2018).
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2. Referencial tedrico

2.1. Programacao linear

A Programacgado Linear (PL) tem por finalidade apoiar a tomada de decisdo, visando a 6tima
alocagdo de recursos e o atendimento de um objetivo, o qual pode ser expresso por uma fungao
linear denominada fung¢do objetivo (FO). Contudo, cada funcdo objetivo possui condi¢des
operacionais, também chamadas de restricdes do modelo. As restri¢des sao utilizadas para a
obtencao da solugdo 6tima, que pode ser de minimizac¢do ou de maximizacao (TAHA, 2007).
Desta forma, de acordo com Goldbarg e Luna (2005), o modelo de otimizagdo pode ser

formulado como segue:

Otimizar FO = }j_; ¢jx; (1)
sujeito a:

Yioiai;x; = b i=1,2,..,p )

;-‘=1aijxj = b; i=p+1,p+2,...m 3)

X520, j=12,..,n (4)

xi €ER, j=q+1,q+2,..,q+n %)

de forma que:

A = {ajj} € a matriz de restrigdes e a;j equivale a j-ésima coluna de A;

X = (xj) e ¢ =(cj) com j € N, sdo vetores coluna e linha de n componentes, respectivamente;
d = (di) com i € M ¢ vetor coluna de m componentes;

M= {1, 2, ..., m} o conjunto dos indices das restrigdes do problema e;

N={1, 2, ..., n} o conjunto dos indices das variaveis.

Existem vérias técnicas para solucionar um Problema de Programagao Linear (PPL). De acordo
com Taha (2007) e Arenales et al. (2011), o método grafico ou programagao linear geométrica
¢ utilizado para a obtenc¢do da solucao de problemas simples, com fungao objetivo linear, que
envolve duas ou trés variaveis (1), sujeita a um conjunto de restricdes, também lineares (2), (3)
e (4).

Quando o PPL apresenta uma ou mais fungdes objetivo e mais de trés restri¢des, a resolucao

pelo método grafico se torna invidvel e passa a ser necessario o auxilio de ferramentas que

2
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tornam a otimizacao mais rapida e eficiente. Para essas situacdes, o0 método simplex pode ser
uma ferramenta eficaz. Por meio deste método, € possivel encontrar um valor 6timo, utilizando
um processo iterativo, que parte de uma solucdo factivel inicial e busca uma nova solugao
factivel a cada iteracdo (GOLDBARG; LUNA, 2005).

Analogamente ao método simplex, temos o método dos pontos interiores, desenvolvido por
Karmarcar em 1984, que ¢ um algoritmo projetivo de complexidade polinomial. Os resultados
apresentados por este algoritmo foram superiores aos observados utilizando o método simplex.
A partir do método de Karmarcar, foram obtidos varios outros algoritmos, cada um com sua
especificidade, entre eles estdo o método Escala-Afim, o método Escala-Afim Dual e o método

Primal-Dual ou Path Following (BALBO et al., 2012; SHIRABAYASHI et al., 2017).

2.2. Simulac¢ao de Monte Carlo

Para tratar problemas de PL com incertezas nas variaveis de entrada, faz-se necessario o uso de
ferramentas que representem a aleatoriedade no modelo. Nesse sentido, a SMC pode ser
utilizada para a composi¢do de valores mais proximos da realidade, pois utiliza a amostragem
de variaveis incertas, que em geral obedecem algum tipo de fun¢do de distribuicdo de
probabilidade (JAREONKITPOOLPOL et al., 2018; PARK et al., 2019) .

Os numeros aleatorios podem ser obtidos utilizando tabelas ou softwares especificos e o
processo ocorre a partir de inimeras iteragdes que refletem um conjunto de distribuicdo de
resultados. A técnica vem de encontro com a necessidade de analisar o comportamento
estocastico das varidveis de input e de compreender o desempenho das variaveis de output (HU;
WANG, 2015; BRE et al., 2016, ASHAYERINASAB et al., 2018).

A SMC vem sendo cada vez mais utilizada em virtude do aprimoramento computacional, que
torna possivel considerar grande quantidade de dados em velocidade impar. Desta forma, as
incertezas e os riscos podem ser incorporados na analise de todos os cendrios possiveis e na
tomada de decisdo. Para viabilizar a SMC, destacam-se os softwares Crystal Ball® e @Risk®
(JOUBERT; PRETORIUS, 2017; FABRICIO et al., 2018; JAREONKITPOOLPOL et al.,
2018).

Contudo, ¢ objetivo deste artigo propor o uso da SMC como técnica para o compor a

aleatoriedade existente nas variaveis de um PPL. Com o auxilio do software RStudio®,

3
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pretende-se analisar a influéncia que as variaveis estocasticas provocam nos parametros da
fungdo de distribuicao de probabilidade, gerada pelas iteracdes do sistema.

Consecutivamente, na segunda se¢do, ¢ realizada a classificagdo metodologica do problema,
para que na terceira se¢do, possa ser realizada a construcdo e a resolu¢do de um PPL em duas
variaveis. A partir disso, a quarta se¢ao consistird da discussao acerca do uso das ferramentas
propostas neste trabalho. A quinta secdo ¢ destinada as conclusdes, bem como as sugestdes

para trabalhos futuros.

3. Materiais e métodos

Esta pesquisa, caracterizada como Pesquisa de Modelagem e Simulac¢do, propde uma
ferramenta que auxilia no processo de tomada de decisdo nos casos em que sdo identificadas
variaveis de entrada com comportamento estocastico, em problemas de PL. Conforme Arenales
et al. (2011), este método de pesquisa possibilita projetar e operar um sistema, na maioria das
vezes sob condi¢des de recursos escassos.

Com base em Taha (2007), a partir da escolha de um problema deterministico de PL, objetiva-
se construir 0 modelo, escolhendo as variaveis de decisdo, formulando a fungdo objetivo e as
respectivas restrigdes e resolvé-lo usando o método grafico. Por conseguinte, sera utilizado o
algoritmo simplex, buscando validar o resultado computacionalmente, com o auxilio do
software RStudio® (BOUMHAOUT et al., 2019).

Na sequéncia, o modelo deterministico de PL sera tratado como se cada variavel da matriz de
restrigdes apresentasse comportamento randomico, ou seja, cada variavel sera substituida por
um intervalo que obedeca a uma distribuicdo de probabilidade escolhida ao acaso. Neste
interim, o problema geral de otimizagdo de valor esperado serd E (F(x,£)),com x € Re £ €
Q,em que ¢ € uma variavel aleatoria que segue uma distribuicao de probabilidade P.

Visando a analise da influéncia da variabilidade no problema, sera realizada a experimentagao,
na qual 10.000 cenarios serdo gerados, com o auxilio da SMC e do RStudio® (DI SOMMA et
al., 2018; SAAD et al., 2008). Os resultados serdo representados por um histograma que,
provavelmente, retratard uma func¢do de densidade de probabilidade e, a partir dele, sera
realizada a anélise de sensibilidade, percebendo nas variaveis de output as melhores solugdes e

procedendo a valida¢do do modelo (SAAD et al., 2008; BRE et al., 2016).
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O método de abordagem utilizado para o desenvolvimento desta pesquisa foi o quali-
quantitativo. De acordo com Ensslin (2008), o desenvolvimento deste tipo de pesquisa implica
na possibilidade de conhecer e analisar o comportamento dos parametros e os efeitos que a
aleatoriedade dos dados pode gerar no resultado. A partir disso, ha a inten¢do de disponibilizar
o conhecimento produzido para aplicagdo em problemas reais, o que permite classificar esta

pesquisa como aplicada (MARCONI; LAKATOS, 2006).

4. Modelo hipotético

A partir da escolha aleatéria de um problema de PL primal, a funcdo objetivo busca a
maximizacdo do lucro liquido resultante da confeggao ¢ venda de cadeiras e mesas em uma
marcenaria. O lucro unitario de cada cadeira e mesa ¢ de R$ 45,00 e R$ 80,00, respectivamente
(Equagdo 6) O rendimento bruto por unidade, determinado como sendo proporcional a
produgdo, foi expresso conforme o modelo geral, equagdes (1) a (5), de modo que x; represente

a quantidade de cadeiras e x» a quantidade de mesas produzidas.
L = 45x1 + 80x2 (6)

Analogamente, as restrigdes do modelo sdo verificadas em funcdo da quantidade unitdria de
matéria-prima utilizada, qual seja, tabuas de madeira (7) e das horas trabalhadas para a produgao

de uma unidade de cada item (8), além das condi¢des de ndo negatividade (9) e (10), conforme

segue:
5x; + 20x, < 400 (7
10x; + 15x, < 450 (8)
x1 = 0com x,€ Z ©)
x, = 0 com x,e Z (10)

O problema também pode ser expresso na forma matricial:

L=cX>1l = [45,80].[2] (11)
A.x=b= [150 ig][iﬂ = [igg] (12)
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Os modelos deterministicos nem sempre representam a realidade, pois a variabilidade nos dados
de input e output estd presente na maioria dos problemas (DI SOMMA et al., 2018; SAAD et
al., 2008). Desta forma, incorporando a estocasticidade no modelo em avaliagdo, torna-se
possivel analisar a influéncia que as variagdes na utilizagdo da matéria prima e nas horas de
trabalho provocam nos parametros do modelo.

Isto posto, a partir da utilizagdo da SMC, as varidveis deterministicas das equagdes (7) e (8)
foram substituidas por variaveis aleatorias. O retorno por unidade continua o mesmo,
conservando a fun¢do de maximizagao, conforme o problema inicial. O sorteio das varidveis de
entrada se dara dentro da amplitude de uma distribui¢do de probabilidades escolhida ao acaso
e que contenha a variavel deterministica. A representacdo matematica das restricdes do novo
modelo, além das restri¢gdes de ndo negatividade, sera dada pelas equagdes (13) e (14), na qual,

LI representa a distribui¢do uniforme com valores minimo € maximo.

Yix; + Yox, < 400, com Y,~lU(3,7) e Y,~L(15,25) (13)

Ysx, + Yux, < 450, com Y;~L(8,12) e Y,~L(12,18) (14)
5. Resultados
5.1. Modelo deterministico
5.1.1. Método Grafico
O PPL deterministico ¢ de natureza simples por apresentar apenas duas variaveis de decisdo, o
qual pode ser representado e resolvido graficamente. Para encontrar a solu¢do que maximiza a
fungdo objetivo L, utilizando o método grafico, € necessario adotar uma sequéncia de etapas, a
qual, conduz a solugdo 6tima (ARENALES et al., 2011).
A regido viavel é formada pela interseccao das restrigdes e possui infinitos pontos. No entanto,
¢ necessario verificar qual deles atribui o maior valor para a funcdo objetivo L e para tal, ¢
analisado o sentido de crescimento da fung@o objetivo. Adota-se, inicialmente, a origem x’' =
(x; x5)T = (00)T e por ela é tragado o vetor dos coeficientes de L, (45 80)7, também
denotado por gradiente de f e representado por Vf (xl, xz) (TAHA, 2007; ARENALES et al.,
2011).

O vetor gradiente da fun¢do L ¢ perpendicular a reta 45x, + 80x, = 0 e indica o sentido de

6
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maior crescimento da fungao a partir do ponto de partida. A regido viavel € percorrida por meio
desse vetor e quando a fronteira da regido for atingida, estara (3o) determinado(s) o(s) valor(res)
maximo(s) da fung¢do, conforme ilustra a Figura 1.

Desta forma, utilizando o ponto maximo da fronteira da regido viavel P (24,14), apontado pelo
vetor gradiente, tem-se que o valor que maximiza a fun¢do objetivo L = 45x; + 80x, ¢ R$

2.200,00.

Figura 1 - Regido Viavel e Ponto Otimo
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Fonte: Autores (2019)

5.1.2. Método Simplex

Para simples conferéncia computacional dos valores obtidos por meio do método gréfico,

optou-se pelo software Rstudio®. O uso deste software, que € livre, exige prévio conhecimento

de linguagem de programagao. Ele possibilita a obtencao de todos os pardmetros associados ao

tratamento do PPL de forma estocastica.

A fim de obter o lucro maximo e os valores de x; € X, que maximizam a fungao, utilizou-se o

Meétodo Simplex, desenvolvido por Dantzig (1951). Na linguagem R, o algoritmo simplex

encontra-se disponivel no package boot ( BOUMHAQOUT et al., 2019) e pode ser programado
7
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com a inser¢ao de todos os dados da func¢do L e de A. x = b, quais sejam: o vetor de coeficientes
da funcao lucro, os vetores de coeficientes da matriz de restrigdes agrupados por linha, o vetor

b e o logico indicador de maximizacao, respectivamente conforme segue:
> simplex(c(45,80),rbind(c(5,20),¢(10,15)),¢(400,450), maxi=TRUE)

O retorno dessa logica reitera que o lucro maximo de R$ 2.200,00 sera obtido ao se produzir

24 unidades de cadeiras e 14 unidades de mesa.

5.1.3. Analise de Sensibilidade

Para verificar as folgas ou excessos em relagao aos limites das variaveis deste PPL, utilizou-se
o software LINDO®. Na Tabela 1 pode-se visualizar que as restricdes foram respeitadas em
virtude de que ndo ha folgas ou excessos negativos. Como os valores retornados sdo iguais a

zero, diz-se que os valores remetidos correspondem aos limites para as variaveis.

Tabela 1 - Retorno de Folga e Preco Duplo

Restricao Folga Dual Price
7 0,000000 1,000000
8 0,000000 4,000000

Fonte: Autores (2019)

A terceira coluna representa o Dual Price (Preco Duplo). Este retorno sé existe quando a
variavel ndo apresenta folga ou excesso e significa o quanto a fungdo objetivo melhora se
ocorrer um aumento do lado direito da restricdo em uma unidade. Desta forma, o aumento de
uma unidade a direita das restricdes 7 € 8, melhora a funcao objetivo em 1 e 4 unidades, ou seja,
se houver a disponibilidade de 1 tdbua a mais e a disponibilidade de 1 hora a mais de trabalho,
o Lucro pode ser acrescido em R$ 1,00 e R$ 4,00, respectivamente.

Analisando a sensibilidade do modelo, em func¢ao da possibilidade de variagdao nos coeficientes
da fungdo objetivo (Z), tem-se que o resultado continua inalterado se os valores pertencerem
aos intervalos apresentados na Tabela 2. J4 o lucro unitario gerado a partir da producdo de cada

cadeira (x1) pode variar de R$ 20,00 a R$ 53,33 ¢ o lucro da producdo de cada mesa pode ficar
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entre R$ 67,50 ¢ R$ 180,00.

Tabela 2 - Variabilidade permitida sem alterar o resultado da funcdo objetivo

Parametro Minimo a diminuir (RS) Lucro Inicial (R§) Maximo a aumentar (RS)
X 25,00 45,00 8,33
X 12,50 80,00 100,00

Fonte: Autores (2019)

Analogamente, ¢ possivel fazer a analise quanto a variabilidade dos valores a direita de todas
as restricoes do modelo, de acordo com a Tabela 3. Tem-se inicialmente 400 tabuas de madeira
para a produgdo de cadeiras e mesas e 450 horas de trabalho. No entanto, a fun¢do permanece
na base se houver a varia¢ao na disponibilidade de tabuas, entre 225 ¢ 600 unidades, ¢ se a

quantidade de horas de trabalho estiver no intervalo de 300 a 750 horas.

Tabela 3 - Variabilidade permitida sem alterar o resultado da funcdo objetivo

Restricao Minimo Recursos iniciais Maximo
7 175 400 200
8 150 450 350

Fonte: Autores (2019)

5.2. Modelo estocastico

5.2.1. Método Simplex e Simulacdo de Monte Carlo

Para a resolugdo do problema estocastico, foi necesséria a instalagdo de mais dois pacotes no
RStudio: BSDA, que auxilia a obten¢do de estatisticas descritivas e ggplot2, que permite a
criacdo de graficos estatisticos. O algoritmo simplex continuou sendo a forma de obten¢ao dos
resultados do problema. Contudo, a SMC foi programada anteriormente a este passo. Foram
sorteados 10.000 (dez mil) valores para substituir os coeficientes deterministicos da matriz de
restri¢des, conforme a distribuicdo de probabilidades ja definida.

Nestas condi¢des, o algoritmo simplex retornou 10 mil valores para x4, 10 mil valores para x,
e 10 mil valores para o lucro. O histograma, representado pela Figura 3, retine todos os valores

obtidos para o lucro. Aplicando-se o teste de normalidade de Kolmogorov-Smirnov, obteve-se

9
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o valor de p = 2,2e — 16, o qual estabelece que aceitar HO implica em p < 0,05 e que a
populagdo possui distribui¢do normal.
Com o auxilio do software RStudio®, foram obtidos os dados referentes as estatisticas

descritivas do modelo, os quais estdo destacados na Figura 2, Tabela 4 e Tabela 5.

Figura 2 - Lucro obtido com 10 mil simulagdes
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Fonte: Autores (2019)

Tabela 4 - Estatisticas Descritivas

Parametro Valor
Lucro Médio R$ 2.235.42
Desvio-padrio (S) R$ 170,84
Erro Padrio 1,70
Coef. de Variagdo 7,64%
Minimo R$ 1.835,51
Q2 (25%) R$2.101,80
Mediana R$ 2.225,29
Q4 (75%) R$ 2.363,00
Maximo R$ 2.746,93
IC (95%) R$ 2.232,08 <L <R$ 2.238,77

Fonte: Autores (2019)

10
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Tabela 5 - Inferéncia estatistica

Percentil Lucro Esperado(RS)
5 1.881,09
10 1.926,66
15 1.972,23
20 2.017,80
25 2.063,37
30 2.108,94
35 2.154,51
40 2.200,08
45 2.245,65
50 2.291,22
55 2.236,80
60 2.382,37
65 2.427,94
70 2.473,51
75 2.519,08
80 2.564,65
85 2.610,22
90 2.655,79
95 2.701,36

100 2.746,93

Fonte: Autores (2019)

Pode-se verificar na Figura 2 e na Tabela 4, que os lucros apresentaram dispersdo entre R$ 1.835,51 e
R$ 2.746,93. No entanto, o pico ocorre proximo ao valor deterministico de R$ 2.200,00, com mediana
de RS 2.225,29. Os valores encontrados apos 10.000 simulag¢des, auxiliam o gestor na percepg¢do da
variabilidade nos dados de entrada sobre os valores gerados para o Lucro e ampliam a analise
deterministica.
Além disso, quanto maior for o numero de simulagdes, mais ajustados a curva da distribui¢do normal
estardo os valores retornados para o lucro, proporcionando a replicagdo do modelo para problemas reais.
Contudo, ¢ necessario o auxilio de especialistas para a definicdo do comportamento aleatorio das
variaveis, a fim de que a escolha da distribuigdo de probabilidade nao traga prejuizos a otimizagao.
De acordo com a Tabela 4, admite-se com 95% de probabilidade que o Lucro médio esta compreendido
entre R$ 2.232,08 ¢ R$ 2.238,77. Quanto as medidas de risco, é possivel afirmar com 5% de
11
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probabilidade que o lucro esperado ¢ menor ou igual a R$ 1.881,09. Ha 50% de chances de processo
produtivo apresentar um lucro menor que R$ 2.225,29. A dispersdo é dada pelo desvio-padrio de R$

170,84 ou ainda pelo coeficiente de variagdo de 7,64%.

6. Consideracoes finais

Esta pesquisa apresentou um estudo comparativo entre a utilizacdo da abordagem deterministica e da
abordagem estocastica na resolu¢do de um PPL aleatorio. A SMC, programada no software RStudio®,
se mostrou eficaz na organizagdo das distribuicdes de probabilidades que compuseram a matriz de
restri¢des e na selecao aleatoria dos coeficientes das variaveis.

Ressalta-se que em uma situagao real, as distribui¢cdes de probabilidades devem ser escolhidas com base
no conhecimento de especialistas da area em estudo. O numero de simulagdes ¢ escolhido conforme a
necessidade verificada, lembrando que quanto maior for o nimero de simulagdes maior serd o tempo
computacional gasto para as iteracdes e maior sera a aproximacgao dos valores obtidos a realidade do
problema.

Os resultados reiteram a importancia de considerar a variabilidade dos parametros de entrada,
permitindo uma analise ampla dos cenarios aleatérios e possibilitando a assertividade na tomada de
decisdo. A técnica para a resolucao deve ser escolhida de acordo com a natureza do problema, sendo
comumentemente necessario escolher um software para realizar as iteragdes, em virtude da quantidade
de variaveis e do tempo computacional necessario para a otimizacdo. Como sugestdo para pesquisas

futuras indica-se a utilizagdo do método aqui abordado na resolugdo de problemas reais.
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