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As cartas de soma cumulativa (CUSUM) possuem a vantagem de ter
maior sensibilidade na deteccdo de pequenas mudangas dentro de um
processo. Essas cartas sdo aplicadas de modo geral para andlise de
processos de medicdo de varidveis, entretanto essa carta de controle
pode ser aplicada para o monitoramento de atributos, analisando as
propor¢cdes ndo conforme as especificacbes de um processo. Estas
cartas de soma cumulativa (CUSUM) possuem a vantagem de ter
maior sensibilidade na deteccdo de pequenas mudancas dentro de um
processo. Essas cartas sdo aplicadas de modo geral para andlise de
processos de medicdo de varidveis, entretanto essa carta de controle
pode ser aplicada para o monitoramento de atributos, analisando as
propor¢cdes ndo conforme as especificacbes de um processo. Este
artigo objetiva aplicar a carta CUSUM binomial no monitoramento da
proporcéo de produtos ndo-conformes de uma empresa curtidora de
couro. E desenvolvido o CUSUM binomial para deteccdo de mudancas
na proporgdo sob controle do processo produtivo, com o valor de
average run lenght (ARL) toleravel. Os resultados obtidos demonstram
que a carta CUSUM binomial possui uma maior sensibilidade na
deteccdo de interferéncias e ndo-conformidades dentro do processo em
comparacdo a carta de controle de atributos proposta por Shewhart,
sendo uma alternativa para aplicacdo em processos onde ha a
necessidade de deteccdo de pequenas mudancas de maneira rapida e
efetiva. artigo objetiva aplicar a carta CUSUM binomial no
monitoramento da proporcdo de produtos ndo-conformes de uma
empresa curtidora de couro. é desenvolvido o CUSUM binomial para
deteccdo de mudangas na proporcdo sob controle do processo
produtivo, com o valor de average run lenght (ARL) toler ivel. Os
resultados obtidos demonstram que a carta CUSUM binomial possui
uma maior sensibilidade na deteccdo de interferéncias e néo-
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conformidades dentro do processo em comparacgao a carta de controle
de atributos proposta por Shewhart, sendo uma alternativa para
aplicacdo em processos onde hd a necessidade de deteccdo de
pequenas mudancas de maneira rapida e efetiva.
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1. Introducéo

As cartas de controle estatistico de processos(CEP) séo ferramentas amplamente utilizadas
para anélisede caracteristicas da qualidade dentro de um processo. Tradicionalmente as cartas
mais empregadas séo as cartas do tipo Shewhart, pois essas apresentam uma grande facilidade
de implementacdo e analise, na qual € avaliado o ultimo ponto assinalado para verificar
interferéncias dentro de um processo. Entretanto a analise apenas do ultimo ponto observado
torna essas cartas insensiveis a pequenas alteracdes dentro de um processocom desvio padrdo
na ordem de 1,56 ou menos(MONTGOMERY, 2004).

Uma das alternativas de aplicacdo para processos nos quais apresentam caracteristicas da
qualidade com pequenas mudancas em torno da média é a carta de controle do tipo Soma
Cumulativa, do inglés Cumulative Sum (CUSUM).Essas cartas tém como natureza,a analise
de informagfes acumuladas em diversas amostras anteriores e ndo somente em um Unico
ponto. Isto torna essa carta mais eficaz na sinalizacdo dos descontrole, assim como identificar
0 tempo em que ocorre a mudanca dentro do processo analisado(HENNINGet al, 2011).

A carta CUSUM ¢é comumente utilizado em processo de medicdo de varidveis, onde a
estatistica analisada é a média amostral ou o valor individual da varidvel em observagéo.
Entretanto a técnica empregada nesta carta de controle pode ser aplicada para o controle da
caracteristica de qualidade do tipo atributos, analisando a ndo-conformidades em um grupo de
amostra, como por exemplo 0 CUSUM para distribui¢do binomial(ALVES, 2003).

A caracteristica da qualidade de um processo definida como a proporcdo de produtos nédo-
conformes as especificacbes compreende a razdo entre o nimero de unidades ndo conformes
da amostra e o tamanho da amostra, gerando dois nimeros discretosou dois niumeros
continuos, contidos no intervalo [0,1] e geralmente ndo possuem distribuicdo de probabilidade
Normal(SANT’ANNA; CATEN, 2010).

A carta de controle CUSUM binomial examina cumulativamente o numero de n&o-

conformidades em uma sequéncia de amostra de tamanho n(HENNINGet al, 2010).Este

trabalho tem como objetivo aplicar a carta CUSUM binomial no monitoramento da proporgéo
de produtos ndo-conformes em uma empresa curtidora de couro, produtora de couro acabado
e fornecedora para as industrias de calgados e artefatos de couro.

Na secédo 2 € apresentado uma breve fundamentacéo teorica da carta CUSUM para variaveis e

CUSUM binomial. Na secdo 3, sdo apresentados 0s passos para o desenvolvimento da carta
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de controle CUSUM binomial. Na se¢do 4 um estudo de aplicagdo prética. Finalmente na
secdo 5 e 6sdo apresentados a analise dos resultados e as consideragdes finais
respectivamente.

2. Fundamentacéo Teorica

2.1 Carta de controle de soma cumulativa(CUSUM)

Proposto por Page(1954), as cartas de controle de soma cumulativa (CUSUM) sdo
ferramentas indicadas quando ha interesse na deteccdo em pequenas e persistentes
alteracdes.A carta CUSUM incorpora diretamente toda a informacdo de valores da amostra
plotando as somas cumulativas dos desvios da amostra de um valor alvo(MONTGOMERY,

2004). Supondo que x; € a media i-ésima amostra e i € o valor alvo para o processo, 0

CUSUM pode ser formulado da seguinte forma junto a amostra i:

;= Ej‘zi(fz — W) = €i—g + (X, — 1p)i(2)
sendo ¢;a soma acumulada da i-ésima amostra que combina informagéo de diversas amostras.
Supondo que o processo permanece sob controle para o valor u, definidas na equagéo 1, a
soma acumulada c;descreve um comportamento aleatorio com média zero (p, = 0).
Entretanto se a media altera o seu valor para um valor acima, ou seja, p, =y, a soma
acumulada ¢; tera uma tendéncia crescente. Assim como se a media altera o seu valor para
um valor abaixo, p, =< p,, a soma acumulada tera uma tendéncia decrescente.Se a média

apresentar tendéncia ascendente ou decrescente, deve ser observado que a média do processo
sofreu alteracdo e uma busca de causas assinalaveis deve ser realizada.
A carta CUSUM apresenta propriedades de armazenar os valores das somas de forma

unilateral acumuladas do processo analisado. Assim pode-se sinalizar as estatisticas ¢ e ¢,

denominadas CUSUM superior e CUSUM inferior unilateral e a sua formulacdo pode ser

descrita da seguinte forma:
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cf = max[0, %, — (uy + K) + ¢711.(2)
e = max[0,(u, —K) — %, + "3?—1],(3)

onde K € o valor de referéncia para a carta CUSUM. Se a mudanca de K for esperada em

relacdo ao desvio padrdo, entdo o valor de K é metade do valor do desvio:

K==t = 2o

onde ¢ € o tamanho da mudanca em unidades de desvio padrdo e ¢ € o desvio padréo.c;
acumula o desvio do valor de p, que sdo maiores que K, tornando-se negativo. Se os valores

acumulados excederem os limites de controle h, o processo é considerado fora de controle.
2.2Carta CUSUM Binomial

Segundo Vasconceloset al., (2012), o gréafico de soma cumulativa para média de um processo,
pode ser planejada para monitorar processos que mensuram caracteristicas de qualidade do
tipo ndo conformidades (defeitos) ou ndo conformes (defeituoso), as quais seguem as
distribuicdes de probabilidade do Poisson e Binomial, respectivamente.

A carta de controle CUSUM binomialtem como caracteristica analisaro nimero de néo-
conformes acumulados em um determinado grupo de amostras. Esta carta tem como objetivo

a deteccdo de aumentos ou diminui¢Bes nps, como € verificado na maioria das cartas por

atributo(WOODALL, 1997).
Henning et al., (2010) afirmam que,a carta CUSUM binomial unilateral superior é aplicado

para detectar um aumento do valor esperado de itens ndo-conformes, do valor nominal np,
para np,,onde p, = ¢p,,com ¢ representando o acréscimo (%) em p,.
Assim com uma série de amostras aleatorias ¥;,i = 1,2 ..., independentes, de tamanho =, a

carta de controle CUSUM binomial pode ser obtida a partir de:

c; =max(0,c,_y + X, —K),i =12..(5)
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em relagdo a ¥; onde:
a) c; eaestatistica CUSUM com ¢, = u,0 < u < k;
b) X.é o nimero de itens ndo-conformes nas amostras ¥;;

c) K é aconstante de referéncia CUSUM,;
d) h é o limite de controle do CUSUM;

A analise ¢ realizada de maneira similar ao CUSUM por média. Se o processo estiver sob
controle, a soma descreve um percurso aleatério com média zero. Porém se houver tendéncias

de mudanga no valor da média para algum valor acima, entdo o valor acumulado ¢,
apresentara uma tendéncia ascendente. Se o valor de ¢, ultrapassar o limite k € dito que este

processo esta fora de controle.

Nota-se assim que a elaboracdo do CUSUM binomial depende dos valores de K, h e por
consequéncia do ARL ,(taxa maxima de alarme falso). Este artigo aborda a aplicagéo da carta

CUSUM binomial para a deteccdo de mudancas pré-especificadas na proporcdo sob controle,

com um valor de ARL, toleravel. Assim o limite de controle h sera determinado a partir de

valores de K e ARL ,pré-definidos.

2.2.1 Valor de referéncia K para o CUSUM Binomial
SegundoHawkins & Olwell (1998) existem duas maneiras para a escolha do valor de
referéncia K:(i) a primeira,se 0 processo estiver fora de controle devido a caracteristica do
proprio processo ou produto, a partir de calculos tedricos e experimentais pode-se determinar
0 valor de K e elaborar o grafico CUSUM para detectar alteracdes desses valores; (ii)a
segunda forma, trata de escolher a mudanca que se deseja detectar rapidamente. Assim para a
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aplicagdo de um CUSUM binomial e abordado a media da propor¢éo sob controle np, € a
media fora de controle estatistico np, (HENNINGet al., 2011).

Gan (1993)comprovou em seu trabalho que o valor de referéncia K obtido a partir de uma
sequéncia de testes SPRT(SequentialProbabilityRatio Test) quantifica o desempenho do
CUSUM binomial em relagdo ao ARL. A equacdo 6 apresenta a formulacdo do K que pode
ser considerado um valor 6timo:

1—Po

nlni

In(3=E2)-1n £2) (6)

2.2.2 Limite superior de controle h

A abordagem cléssica para a determinacdo do limite superior h é a Markoviana. Entretanto
esta traz algumas desvantagens, como por exemplo,se o valor de »,for muito baixo, a matriz

de transicdo da Cadeia de Markov pode ser muito grande, fazendo com que haja um grande
esforco computacional (REYNOLDS E STOUMBOS, 1999).
A fim de contornar o problema de esforgco computacional, Henninget al.,(2010) apresenta em

seu trabalho a aproximacao diretado limite superior h, onde a funcdo LambertW e o seu
desenvolvimento em série foi utilizado para aproximar o valor do pardmetro h para o

CUSUM binomial. A formulagéo abordada no trabalho pode ser visto nas equacbes 7, 8 e 9:

o g Tz 3

h ~ i(_{ e ) + ndRLy(pyry — 1) — (Ll — L, +% + Lzl:jfg_ﬂ)) - {1—2%}, (7

onde:
Ly =In (_ (_ (g—-‘l:"'j-:'z—j_) (e”F'"5"'”':"‘-_?’n"z}':‘ﬂ-’-'n—':?‘gfl_a_n}rrz}ﬂ]’?": )))’ (8)
L,=In(-L,), 9)
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— 1-p, 4, —_ ?’-'_':1_?’:.} . "N AN —
sendor, = —In [1_%], r =—In {p—nqi—p._})' y=ae0 valor de referéncia K=ny.
Desta forma, neste trabalho é utilizado a aproximac&o do valor de h para 0 CUSUM binomial
apresentada por (HENNINGet al, 2010) .

3.Etapas para a aplicacdo do CUSUM binomial

Segundo Montgomery(2004), as cartas de controle sdo desenvolvidas em duas etapas
operacionais, denominadas Fase | ou offline e Fase Il ou online. Na primeira fase os dados sdo
coletados e verifica-se a aderéncia dos dados aos tipos de cartas de controle. Nesta primeira
etapa sdo calculados os parametros necessarios para a aplicacdo da carta de controle, como 0s

limites de controle e 0ARL . A segunda etapa, € a fase de monitoramento, onde os parametros

obtidos na Fase | sdo utilizados para a observagdo. O desenvolvimento da carta CUSUM
binomial, ocorre assim de acordo com as etapas descritas a seguir:

a) Coleta de dados com valores amostrais;

b) Verificagdo de aderéncia dos dados a distribuicdo binomial;

c) Definir o valor da propor¢éo que se deseja detectar rapidamente p, ;
d) Calcular os parametros h, ARL ; € K;

e) Construir carta de controle CUSUM binomial;

4. Desenvolvimento da carta de controle CUSUM binomial

O estudo de caso consistiu na analise do processo de producao de produtos em couro acabado
na etapa wet blue do processo produtivo, avaliando as matérias-primas que ndo satisfazem as
especificacbes e classificando como produtos ndo conformes as especificacBes, por lote. Os
dados coletados contemplaram uma amostra de 30 lotesde tamanho (n = 100). Ou seja, 0
classificador recebe um lote de contendo as matérias-primas e verifica se as caracteristicas de
qualidade satisfazem as especificagdes, por métodos cognitivos.

Numa andlise preliminar da amostra, a proporcdo média de produtos ndo-conformes as
especificacdes foi de 0,235, desvio-padrdo de 0,204 e coeficiente de variagdo de 87%. Nota-se
que os gréaficos de histograma e o QQplotda ilustram claramente que os dados ndo seguem a

distribuicdo Normal (ver Figura 1(a) e (b)).
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A proporcao de produtos ndo conformes as especificacdes do processo de produgédo de couro
acabadodo processo ndo segue a distribuicdo Normal, baseado no teste de aderéncia Shapiro-
Wilk(W = 0,888), com 95% de confianca (« = 0,05), sendo o valor obtido para valor-p menor
que 0,01(p = 0,00437).

Figura 1 - Distribuicdo da proporcdo de produtos ndo conformes
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(a) Histograma (b) QQplot
Fonte: Autoria prépria (2019)

A partir da anélise exploratoria, se iniciou o desenvolvimento da carta de controle CUSUM
binomial unilateral superior utilizando os dados da empresa curtidora de couro.

Estes dados apresentaram aderéncia com a distribuicdo de probabilidade binomial e séo
utilizados na primeira fase (offline) de desenvolvimento da carta de controle, onde sao

calculados os parametros do CUSUM binomial. A proporcéo sob controle p, = 0,235 é
obtida a partir dos valores amostrais. A proporcdo fora de controle p, € obtida a partir do

acréscimo ¢p em p,. A Tabela 2 apresenta os valores de p, para cada valor de ¢.

Tabela 2 — Valor de p1 com acréscimos ¢

pO A%) pl K
0,235 5 0,247 24,10
0,235 10 0,259 24,68
0,235 15 0,270 25,25
0,235 20 0,282 25,82

Fonte: Autoria prépria (2019)
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A carta de controle CUSUM binomial foi planejada para um valor de ARL de 350. As
equacbes 6 e 7 foram utilizadas para obter os valores de K e do limite superior

hrespectivamente, para cada valor de p,.

As andlises dos dados deste trabalho foramrealizadas no softwareR(R, 2016), com a utilizacdo
do pacote QCC (SCRUCCA, 2004). Para o célculo do limite superior h é utilizado o cddigo

disponibilizado por (HENNINGet al, 2010) .

10



@ XXXIX ENCONTRO NACIONAL DE ENGENHARIA DE PRODUCAO

_— “Os desafios da engenharia de producao para uma gestao inovadora da Logistica e Operagoes”
enege @ Santos, Sao Paulo, Brasil, 15 a 18 de outubro de 2019.
2019 P

5. Analise dos Resultados
As Figuras 2,3, 4 e 5 apresentam as cartas de controle CUSUM binomial unilateral para os

valores de p, = 0,247, p, = 0,259,p, = 0,270¢e p, = 0,282. O valor de ARL planejado

é de 350, entretanto quando este valor é aplicado na rotina do calculo para aproximacao do h
para o CUSUM binomial, estes sdo recalculados. Assim o0s valores de
ARL,,—o,,; = 347,05, ARL ;4,50 = 346,54, ARL,,_g 70 = 346,89 e

ARL,; 23, = 357,40 foram obtidos a partir de simulagdes.

Nota -se nas cartas de controle que para os casos analisados, quanto maior for o valor do

acréscimogb, maior sera o valor de referéncia K para o CUSUM binomial e por consequéncia
menor sera o valor do limite superior h, para os valores de ARLs similares. Isso faz com que

tenhamos uma andlise da carta de controle com os limites mais relaxados ou mais estreitos.
Com isso é possivel notar que além dos valores numéricos amostrais, € necessario que haja
um conhecimento do processo no qual a carta de controle esta sendo aplicada.

Para exemplificar, se compararmos os resultados dasanalises das cartas geradas na Figura 2 e
5, podemos observar que em ambas as cartas o valor da média possui tendéncia ascendente a
partir da 3% amostra, um decaimento iniciando na 9% amostra e voltando a ter uma tendéncia

crescente na 120% amostra. Entretanto na Figura 2 o valor da média np,,, SO ultrapassa o valor

do limite superior h, na 82 amostra, no primeiro momento, enquanto na carta de controle da

Figura 5 notamos que a média np_, na 52 ultrapassa o limite superior h.

Figura 2 — Carta CUSUM binomial para g, = 0, 247

11
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Figura 3 — Carta CUSUM binomial para g = 0,259,
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Figura 4 — Carta CUSUM binomial paragp; = 0,270,
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Figura 5 — Carta CUSUM binomial parap; = 0,282,
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E realizado uma comparago entre a carta CUSUM binomial com a carta de controle para

proporcbes (Carta P) proposta por Shewhart aplicada no mesmo processo. A carta

CUSUM utilizada é a da Figura 5, onde oCUSUM binomial apresenta um valor mais

estreito deh = 16,7. Osvalores de p, = 0,235 ep, = 0,282, significam um acréscimo

¢ de 20% em p,.O valor de referéncia € K=25,82 para um ARL,,; 25, = 357,40 obtido

a partir de simulagoes.

A Figura 6 demonstra a comparacao entre as cartas, onde a Carta Papresenta os pontos 1, 8

e 13 acima do limite superior de controle e os pontos e 0s pontos de 9 a 16, 27 e 28 abaixo

dos limites inferiores de controle,entretanto os demais pontos estdo sob controle estatistico

13



@ XXXIX ENCONTRO NACIONAL DE ENGENHARIA DE PRODUCAO

_— “Os desafios da engenharia de producao para uma gestao inovadora da Logistica e Operagoes”
enege @ Santos, Sao Paulo, Brasil, 15 a 18 de outubro de 2019.
2019 P

de processo (ver Figura 6(a)). Enquantoa carta CUSUM binomial por apresentar a
caracteristica de acimulo dos valores das amostras anteriores, apresenta uma tendéncia de

variagdo nos valores de np, a partir da 5% amostra (Ver Figura 6(b)). O conjunto de

amostras possuem caracteristica crescente no valor acumulado das ndo-conformidades
acima do valor do limite superior h, o que representa uma situacéo fora de controle. Nessa
aplicagdo podemos notar que a carta CUSUM binomial apresenta uma maior sensibilidade

para deteccdo de pequenas mudancas dentro do processo de maneira mais rapida.

Figura 6 — Comparacdo carta CUSUM binomial e carta P
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Fonte: Autoria prépria (2019).

6. Considerac0es Finais

A aplicacdo da carta CUSUM binomial ¢ uma extensdo da aplicacdo da carta de Soma
Cumulativa para média e a sua utilizacdo € recomendavel na deteccdo de pequenas alteracdes
na analise de ndo conformidades dentro do processo.

O trabalho apresenta o desenvolvimento e aplicacdo de uma carta de controle CUSUM
binomial em dados de um processo de producdo acabado de couro. Nesta aplicacdo foi
possivel observar as etapas de desenvolvimento e as vantagens da utilizacdo do CUSUM
binomial em determinadas situa¢fes. A caracteristica da tendéncia de variagdo no valor da

media np_, demonstra que a carta CUSUM analisa os dados de forma conjunta, uma vez que

acumula dados de amostras anteriores, 0 que torna possivel verificar o comportamento do

processo de maneira mais minuciosa, quando comparada com a carta P.
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A utilizacdo da carta CUSUM binomial ndo é restrita apenas em aplicagdes industriais,
podendo ser utilizada na area de salde, seguranca € monitoramento.

Para estudos futuros é recomendado um estudo especifico dos limites de controle h, com
variacbes nos valores de ARL aplicados no CUSUM binomial para a avaliacdo de
desempenho da carta de controle. Além disso € recomendado a aplicacdo do estudo com
outras distribuicdes de estatistica para analisar as ndo conformidades do processo, como por
exemplo a distribuicdo BETA.
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